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La paradoxa dels dos sobres:
models del joc i simulacions
Merce` Farre´
En aquest treball s’analitza un joc de
premis que planteja un problema de deci-
sio´ “canviar o no canviar”, conegut com
la paradoxa dels dos sobres. L’objectiu e´s
provar que no hi ha paradoxa. Es posa
de manifest que una causa de l’aparent
paradoxa e´s una descripcio´ poc detalla-
da, o fins i tot equ´ıvoca, del joc que per-
met situar-lo en diferents escenaris ex-
perimentals, si be´ a cada escenari hi ha
una solucio´ u´nica. Una altra font de pa-
radoxa e´s confondre esperanc¸a (total) i
esperanc¸a condicionada. Es descriuen amb detall diversos models proba-
bil´ıstics per al joc en certs supo`sits i, en cada cas, es calculen els guanys
esperats a tots dos sobres, sense ambigu¨itat, sense paradoxa. Alguns re-
sultats s’il·lustren amb dades obtingudes mitjanc¸ant simulacio´. Es tracta
essencialment el cas d’un nombre finit de quantitats (premis), amb una breu
refere`ncia al cas infinit numerable.
1 Introduccio´
Es tracta d’un joc que histo`ricament du associada una paradoxa: e´s l’ano-
menat problema dels dos sobres, en relacio´ al qual podeu trobar nombrosa
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literatura publicada arreu. Nome´s cal anar a un cercador o a la wikipedia i
buscar “dos sobres”, “two envelopes problem”, “two envelopes puzzle”, “two
envelop paradox”, “the exchange paradox”, etc. A les refere`ncies, hi trobareu
una ı´nfima part de les publicacions relacionades amb el tema.
L’experiment (aleatori) es pot plantejar com un joc interactiu entre un
presentador i un concursant. El presentador ofereix al concursant la possi-
bilitat de triar entre dos sobres que contenen certes quantitats desconegudes
de diners, pero` sabent que un dels sobres te´ exactament el doble de diners
que l’altre. Just al final de la introduccio´ s’explica amb me´s precisio´.
Els jocs interactius basats en l’atzar es presten a la formulacio´ de para-
doxes. Quan es diu que quelcom “es tria a l‘atzar”, sovint no es concreta be´
que` vol dir: no s’especifiquen les opcions possibles ni si totes les opcions so´n
igualment probables, o no es precisa suficientment el mecanisme de tria.
El nostre punt de vista consisteix en reproduir amb tot detall el proce´s
del joc, e´s a dir, definir tot l’experiment aleatori, el conjunt de quantitats
possibles i el sistema aleatori de tria. Si be´ el plantejament ingenu del joc ad-
met mu´ltiples escenaris (diverses situacions experimentals), un cop s’ha fixat
un dels escenaris, sigui quin sigui, la resposta e´s inequ´ıvoca i precisa: la pa-
radoxa desapareix perque` a cada escenari hi ha una solucio´ u´nica. L’objectiu
e´s posar de manifest que hi ha multitud de supo`sits experimentals possibles,
concretar-ne alguns i, en cada un d’aquests, especificar la llei de probabilitat
del joc i calcular els guanys esperats teo`rics. Alguns resultats s’il·lustren amb
dades i figures obtingudes simulant un nombre gran de repeticions del joc.
El treball s’organitza com segueix: a la Seccio´ 2 es formula el joc i es
planteja la paradoxa. A la Seccio´ 3 es concreten alguns escenaris experi-
mentals (els anomenem supo`sits) i es resol la paradoxa mostrant que a cada
escenari nome´s hi ha una llei de probabilitat possible, donada la qual que-
da determinat el guany esperat a cada sobre. De fet, no hi ha paradoxa;
les contradiccions sorgeixen quan es confonen els escenaris experimentals o
s’assumeixen condicions experimentals que no se satisfan. A la Seccio´ 4 hi
trobareu una breu discussio´ dels resultats.
A l’Ape`ndix hi podeu veure els resultats obtinguts simulant el joc amb
el manipulador algebraic Maple. Qualsevol software que permeti generar
nombres aleatoris es podria usar de manera alternativa. La simulacio´ e´s
una eina cada cop me´s utilitzada per intuir o per confirmar comportaments
de sistemes on e´s oportu´ fer un nombre gran de repeticions. En un dels
possibles supo`sits experimentals del joc es mostren i comenten les comandes
que permeten simular un nombre gran de realitzacions.
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Del treball se’n poden fer diverses lectures: amb i sense demostracions,
amb i sense simulacions, etc., en funcio´ dels interessos i coneixements del
lector.
El joc
Ens situem en un concurs en el que` el pre-
sentador ofereix al concursant l’opcio´ de triar
entre dos sobres que contenen diners, sabent
que un dels dos sobres te´ exactament el doble
de diners que l’altre (equivalentment, un sobre
te´ la meitat de diners que l’altre). El concur-
sant tria un sobre, l’obre i veu que conte´ X
euros. Aleshores, el presentador li ofereix la
possibilitat de canviar de sobre. La pregunta
e´s: el concursant ha de quedar-se amb el sobre inicial que conte´ la quantitat
X o canviar de sobre per tal de millorar el guany esperat?
Sempre que l’atzar interve´ en un proce´s (loteria, mostreig de poblacions,
etc.), el valor esperat s’assimila a la mitjana d’una a`mplia se`rie de repeticions
del proce´s experimental, no a una realitzacio´ concreta. Per respondre si a
la llarga e´s me´s favorable canviar o no canviar, la resposta es basara` en
la mitjana esperada (o teo`rica) de guany, tambe´ anomenada esperanc¸a de
guany.
2 La formulacio´ matema`tica del problema pa-
radoxal
L’aparent paradoxa
Imaginem que tenim dos sobres damunt d’una taula i que cadascun d’ells te´
una de les dues quantitats desconegudes segu¨ents: {q, 2q}. Com que els dos
sobres so´n indistingibles, es l´ıcit suposar que el concursant ha escollit una
de les dues quantitats per algun mecanisme equivalent a llanc¸ar una moneda
equilibrada. Ara ja ha triat un dels dos sobres, que ha quedat pre-seleccionat
i separat de l’altre; tots dos sobres estan tancats damunt de la taula.
Formalitzem l’experiment per poder calcular el valor esperat. Diguem Y
a la quantitat (desconeguda) que hi ha al sobre triat i Y˜ a la quantitat (des-
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Joan Girbau
L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
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coneguda) a l’altre sobre. Recordem que el valor esperat (la mitjana teo`rica)
en el cas finit es calcula multiplicant cada valor pel seu pes (probabilitat).














Per tant, els dos sobres tenen la mateixa esperanc¸a de guany,
E(Y ) = E(Y˜ ) =
1
2




i e´s indiferent canviar o no canviar.
Ara variem “lleugerament (?)” el context i pensem que el concursant
ja ha obert el sobre triat i que aquest sobre te´ una quantitat ja coneguda,
diguem-li X. Ni el concursant ni nosaltres no sabem si l’altra quantitat e´s
2X (cosa que ocorre quan X = q) o be´ e´s X
2
(cosa que ocorre si X = 2q).
Escrivim Y |X per denotar “la quantitat guanyada si ens quedem amb el
primer sobre”, i escrivim Y˜ |X per denotar la “quantitat guanyada si canviem
de sobre, sabent que el sobre que hem obert conte´ la quantitat X”.
Assumpcio´. Les dues variables aleato`ries Y |X i Y˜ |X tenen les lleis segu¨ents:
Y |X = X Y˜ |X :
(∗)








(∗) L’expressio´ de la llei condicionada Y˜ |X enuncia que la situacio´ expe-
rimental e´s tal que, donada qualsevol quantitat en un sobre, a l’altre sobre
sempre hi ha el doble o la meitat amb igual probabilitat. La primera igualtat
e´s clara; de fet Y e´s sempre ide`nticament igual a X.
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A partir de les distribucions condicionades (3), calculem els valors espe-
rats condicionats:









Per expressar el resultat (4) en termes de q, fem:
E(Y ) = E(X) =
3
2







Observacions 0 (a) El proce´s seguit per calcular les esperances e´s com-
pletament rigoro´s. De fet e´s l’anomenada fo´rmula de l’esperanc¸a total,
que do´na un me`tode per calcular l’esperanc¸a d’una variable aleato`ria Y re-
lacionada amb una altra variable aleato`ria X: primer es condiciona Y pel
valor de X i s’obte´ l’esperanc¸a condicionada E(Y |X). Aquesta esperanc¸a
condicionada e´s aleato`ria perque` e´s una funcio´ de X i, al seu torn, es pot
calcular l’esperanc¸a d’aquesta funcio´ utilitzant la llei de X. El resultat final
e´s l’esperanc¸a de la variable Y sense condicionar. La fo´rmula de l’esperanc¸a
total s’escriu: E(Y ) = E(E(Y |X)) . A (5) hem aplicat la fo´rmula de l’espe-
ranc¸a total. Aquest resultat e´s va`lid en casos forc¸a generals que inclouen, en
particular, els espais de probabilitat finits.
(b) Si la quantitat q fos aleato`ria, caldria calcular-ne l’esperanc¸a. Per
aixo` s’haurien d’especificar les quantitats possibles i la seva distribucio´; ho
veurem, en distints supo`sits, a la Seccio´ 3.
Heus aqu´ı la paradoxa: “segons sembla”, si ja hem vist la quantitat obrint
el sobre, canviant el sobre incrementem el guany esperat, que queda multi-
plicat pel factor 5
4
. A me´s a me´s, es podria extrapolar i dir que, si pogue´ssim
tornar a canviar el sobre indefinidament, el guany esperat s’aniria incremen-
tant me´s i me´s.
Algunes preguntes que hom es fa so´n: el fet de mirar altera el valor esperat
en els dos sobres? el sobre tapat te´, en qualsevol cas, un guany esperat me´s
gran?
Primer comentari: la “causa” de la paradoxa
L’anotacio´ (*) ens fa veure d’on sorgeix la paradoxa. En el plantejament
descrit a (1) nome´s se suposa que els dos sobres so´n indistingibles, no cal
suposar en cap moment quina e´s l’actuacio´ del presentador, ni com s’han
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escollit els dos sobres, etc. Per contra, en la situacio´ descrita a (3) estem
suposant que el contingut de l’altre sobre e´s 2X o X
2
“amb igual probabilitat”,
per a qualsevol X.
Hem de qu¨estionar-nos: e´s cert que de qualsevol quantitat hi ha el doble
i la meitat com a eleccions possibles i que aquestes dues opcions tenen la
mateixa probabilitat? Hi ha models experimentals factibles del joc en les
que e´s l´ıcit suposar aquesta condicio´? Quins? Amb un nombre infinit de
quantitats possibles, podria donar-se aquesta condicio´?
Si es vol modelar un joc real, esta` clar que les possibles quantitats de
premi estaran acotades i tampoc no te´ sentit pensar que el presentador oferira`
doblar indefinidament qualsevol quantitat. Tot aixo` es concreta a la Seccio´ 3,
donant models de situacions experimentalment factibles.
3 Solucio´ del problema dels dos sobres en di-
versos supo`sits experimentals
A partir d’ara, es planteja el problema en diversos escenaris possibles i, en
cada cas, es reprodueix tot el proce´s del concurs, tant des del punt de vista
del presentador com del concursant. En tots els supo`sits s’ente´n que el pre-
sentador tria a l’atzar els dos sobres i el que fem e´s precisar que` vol dir “el
presentador tria dos sobres a l’atzar”.
Observeu que, en els ca`lculs fets a la Seccio´ 2, els valors esperats s’ex-
pressen en funcio´ d’una quantitat (a priori) desconeguda q. A partir d’ara,
s’especifica el conjunt de quantitats possibles. En tots els supo`sits analitzats,
es fixa un conjunt Q de quantitats acotades superior i inferiorment (els pre-












, . . . ,
a
2
, a, a2, . . . , a2K−1, a2K , a2K+1
}
. (6)
Per exemple, amb K = 5 i a = 320, tindr´ıem les quantitats segu¨ents (en
euros):
Q := { 5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280, 2560, 5120, 10240, 20480 } .
(7)
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El guany dels concursant haura` d’estar necessa`riament dins de Q. A la
definicio´ del conjunt Q es veu que de tots els elements, llevat del primer i
de l’u´ltim, hi ha el doble i la meitat. E´s a dir, la forma dels elements de Q
s’adiu amb la propietat de ser (gairebe´) tancat per doble i meitat.
Observacions 1 Per mirar de tancar completament el conjunt Q, sembla
natural pensar en la possibilitat de considerar un conjunt infinit numera-
ble de quantitats. Tal i com es comenta a l’article publicat a la Wikipe-
dia, [6], es podria optar pel conjunt Q∞ := {a2j}−∞<j<∞ , que e´s (total-
ment) tancat per doble i meitat. El conjunt de parelles de sobres que defi-
nim me´s endavant (vegeu (9)) seria, per a un conjunt infinit de quantitats,
P∞ := {(a2j, a2j+1)}−∞<j<∞ . El problema e´s que aquest conjunt e´s infinit
numerable i no es pot definir una distribucio´ uniforme discreta sobre ell. Dit
d’una altra manera, no totes les parelles de sobres poden ser equiprobables.
Aquest fet e´s prou conegut i caldria considerar distribucions no uniformes; a
la Seccio´ 4 es torna a incidir en aquesta qu¨estio´.
Nosaltres ens restringim a considerar un nombre finit de quantitats pos-
sibles dins del conjunt Q, que te´ 2(K + 1) + 1 = 2K + 3 elements. Aquesta
restriccio´ e´s realista i tanmateix permet analitzar nombroses variants del joc
amb resultats forc¸a interessants.
Seguidament recordem l’expressio´ de la suma d’un nombre finit de termes
d’una progressio´ geome`trica, ate`s que s’aplica repetidament per calcular el
guany esperat a quasi be´ tots els supo`sits.
Propietat 0 Donada una progressio´ geome`trica de rao´ r, la suma de n ter-
mes consecutius a1, a2 = a1r, a3 = a1r
2, . . . , an = a1r






r − 1 . (8)
Supo`sit 1
Aquest supo`sit descriu un model forc¸a realista del joc. A partir del conjunt
Q, definim el conjunt P de totes les parelles possibles de sobres en les que el
segon element de la parella e´s sempre el doble del primer element; conjunt
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El nombre de parelles de sobres satisfent la condicio´ meitat-doble e´s
M = 2K + 2 .
Amb K = 5 i a = 320, les M = 12 parelles de quantitats so´n:
P := { (5, 10), (10, 20), (20, 40), (40, 80), (80, 160), (160, 320),
(320, 640), (640, 1280), (1280, 2560), (2560, 5120),
(5120, 10240), (10240, 20480) } . (10)
Observacions 2 Les quantitats extremes nome´s apareixen en una parella,
mentre que la resta de quantitats apareixen en dues parelles.
Plantejament del joc
 El presentador pren una parella de sobres a l’atzar amb igual probabi-
litat, 1
M
, dins del conjunt P. Sigui Pj una parella qualsevol.
 A continuacio´ el presentador barreja els dos sobres i el concursant en
tria un, completament a l’atzar; diguem-li sobre 1 (s1). Aixo` equival
a dir que aquest sobre pot ser una qualsevol de les dues quantitats de
la parella Pj amb probabilitat
1
2
. Equivalentment, l’altre sobre (s2)
sera` tambe´ una qualsevol de les dues quantitats amb probabilitat 1
2
.
Denotem qj i 2qj les dues quantitats ordenades (meitat, doble) del
parell de sobres escollit:
Pj = (qj, 2qj) = (a2
j, a2j+1), j = −(K + 1), . . . ,−1, 0, 1, . . . , K .
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, , . . . , , a, . . . , a2K
}
i, recordeu, M = 2K + 2.
Solucio´ del supo`sit 1: e´s indiferent canviar o no canviar.
L’esquema anterior fa pale`s que l’esperanc¸a de guany sera` la mateixa als dos
sobres, perque` les dues distribucions so´n ide`ntiques; calculem-la.
Propietat 1 Diguem Y el guany si el concursant sempre es queda el sobre
triat primer ( s1) i Y˜ el guany si sempre canvia de sobre i es queda amb
l’altre ( s2). Segons l’esquema (11) que respon a les condicions del supo`sit
1, se satisfa`:








Demostracio´: L’esquema (11) ens mostra la igualtat en llei de les dues va-
riables i com calcular el valor esperat a cada sobre, considerant totes les
possibles parelles de sobres:






































A la igualtat () s’utilitza (8) amb r = 2 i se substitueix M = 2K + 2.
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Comentari: esmentem que una manera alternativa d’obtenir l’esperanc¸a de
la variable Y , i per tant la de Y˜ , consisteix en determinar la llei (llistat
de valors no repetits i probabilitats respectives) tenint en compte que els
valors extrems surten en una parella i els altres en dues parelles d’entre les
M parelles possibles, i calculant despre´s l’esperanc¸a (suma de valors per
probabilitats):
















A partir d’aqu´ı, nome´s cal aplicar (8) i agrupar termes fins obtenir l’expres-
sio´ (12). 2
La conclusio´ e´s ide`ntica (o`bviament) si pre`viament es condiciona per
cone`ixer la quantitat del primer sobre i despre´s s’aplica la fo´rmula de l’es-
peranc¸a total. En aquest sentit, la Propietat 1bis e´s nome´s un enunciat
equivalent a la Propietat 1. Ho enunciem i ho provem amb tot detall per-
que`, segons hem vist a la seccio´ anterior, e´s precisament aqu´ı on apareix la
paradoxa.
Propietat 1bis Suposem les mateixes condicions que a la Propietat 1.
Obrim el primer sobre i diem X la quantitat que conte´. Siguin Y i Y˜ com
abans.
a) El valor esperat al primer sobre, condicionat al valor de X, e´s:
E(Y |X) = X , per a tot valor de X dins de Q . (13)
b) El valor esperat l’altre sobre, condicionat al valor de X, e´s:
si X ∈ {a2−K , . . . , a2K}, aleshores E(Y˜ |X) = 5
4
·X , (14)
si X = a2−(K+1), aleshores E(Y˜ |X) = 2 ·X (15)
i, si X = a2K+1, aleshores E(Y˜ |X) = 1
2
·X . (16)
c) Les esperances (no condicionades o totals) coincideixen i so´n:









Demostracio´: L’ enunciat de l’apartat a) e´s evident, ja que Y = X sempre.
Pel que fa a l’apartat b), els casos extrems (3.9) i (3.10) so´n clars perque`
cada una de les quantitats extremes nome´s apareix en una parella. Aix´ı, si
X = a2K+1 , la parella de sobres e´s (a2K , a2K+1) i automa`ticament Y˜ |X =
a2K = 1
2
·X. Ana`logament, si X = a2−(K+1) , la parella e´s (a2−(K+1), a2−K)
i obtenim Y˜ |X = a2−K = 2 ·X.
Si condicionem a les quantitats no extremes, X = a2j, prenent j =
−K, . . . ,K, a partir de l’esquema (11) i aplicant la fo´rmula la probabilitat
condicionada, tenim que
P (Y˜ = 2 · a2j|X = a2j) = P (Y˜ = 2 · a2
j , X = a2j)
P (X = a2j)
=
P (Pj , X = a2
j)





















|X = a2j) = 1
2
.
D’on es dedueix que l’esperanc¸a condicionada e´s














Hem provat l’apartat b). Observeu que aixo` demostra que la llei condicionada
pels valors no extrems satisfa` (4). Aquest fet no e´s gens paradoxal ja que al
condicionar per les quantitats no extremes s´ı que se satisfa` l’assumpcio´ (3),
cosa que no e´s certa quan condicionem pels valors extrems.
Per veure l’apartat c), primer expressem convenientment l’esperanc¸a con-





a2j, si X = a2j, amb j = −K, . . . ,K;
a2−K , si X = a2−(K+1) ;
a2K , si X = a2K+1 .
Per la fo´rmula de l’esperanc¸a total sabem que E(Y˜ ) = E(E(Y˜ |X)), i aquesta
esperanc¸a la podem calcular com sempre (suma de valors per probabilitats),
amb els valors de E(Y˜ |X) descrits al para`graf anterior i tenint en compte
que quantitats no extremes surten en dues parelles de P (i per tant tenen
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on s’han sumat els termes de la progressio´ geome`trica i s’ha substitu¨ıt M =
2K+2. Aixo` prova que E(Y˜ ) coincideix amb el valor esperat al primer sobre,
E(Y ), calculat a la propietat anterior. 2
Per al cas a = 320 i K = 5, el valor esperat del guany en el supo`sit 1 e´s:
2559,375e
a tots dos sobres.
Observacions 3 El resultat de l’apartat b) de la Propietat 1bis mereix un
aclariment ja que sembla que alimenta la paradoxa. Segons hem demostrat,
si en lloc de calcular el guany esperat (total), calculem el guany condicionat a
que la quantitat del primer sobre e´s coneguda, sempre e´s millor canviar llevat
d’un cas. Concretament, e´s millor canviar sempre i quan la quantitat que
veiem no sigui la me´s gran de totes (X 6= a2K+1). El fet e´s que el jugador no
sap mai quina e´s la ma`xima de les quantitats possibles i, per tant, no pot
seguir l’ estrate`gia de maximitzar el guany condicionat. S’ha de basar doncs
en el rang esperat (total) i, en base a aquest, un i altre sobre so´n indiferents
en aquest supo`sit experimental. A la discussio´ final (Seccio´ 4) es comenta de
nou aquest fet.
En els supo`sits que segueixen, el presentador no disposa d’un conjunt de
parelles sino´ d’un conjunt de quantitats, de les quals n’elegeix una. Un cop
obtinguda aquesta, s’escull la del segon sobre. La primera quantitat escollida








, . . . ,
a
2
, a, a2, . . . , a2K−1, a2K
}
. (18)
Si be´ l’espai mostral per al primer sobre sera` el mateix Q∗ als tres supo`sits




 El presentador tria completament a l’atzar (de manera equiprobable)
un sobre que contindra` X, una de les quantitats q∗j del conjunt Q
∗ i
l’ofereix al concursant; li direm Sobre 1 o s1.
 A continuacio´, el presentador decideix, tambe´ de manera equiprobable
entre X
2
i 2X, la quantitat del segon sobre i l’ofereix al concursant; li
direm Sobre 2 o s2.




X = q∗j ∈ Q∗
q∗j/2
2q∗j






, , . . . , , a, . . . , a2K
}
= Q∗.
Observeu que en aquesta situacio´ experimental els dos sobres no so´n igual-
ment distribu¨ıts. Per exemple, el primer sobre tindra` com a molt la quanti-
tat a2K i mai menys de a
2K
, mentre que el segon sobre pot contenir a2K+1 o
a
2−(K+1) , sortint fora del conjunt de quantitats Q
∗, pero` sempre dins de Q.
Solucio´ del supo`sit 2: e´s millor canviar i no quedar-se
el primer sobre
En aquest context, el valor esperat s’incrementa si sempre canviem el primer
sobre pel segon; comprovem-ho.
Propietat 2 Diguem Y el guany si el concursant sempre es queda el sobre
triat primer ( s1) i Y˜ el guany si sempre canvia de sobre i es queda amb
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A(K, a) . (21)
Demostracio´:





















= A(K, a) .
a la igualtat () hem sumat els termes de la progressio´ geome`trica (vegeu
(8)) amb r = 2.
Fixeu-vos que A(K, a) e´s nome´s una notacio´ per a aquest guany esperat
de refere`ncia. Si canviem de sobre i ens quedem amb el s2, el guany esperat,



























Per al cas a = 320 i K = 5, el valor esperat al primer sobre e´s:
A(320, 5) ≈ 1860,909e.
El valor esperat del sobre canviat e´s:
5
4
A(320, 5) ≈ 2326,136e.
Observacions 4
 Comparant (20) amb (21) es veu que, en aquest supo`sit de joc, e´s me´s
favorable canviar al sobre 2 ( “tant si obrim el primer sobre com si no




 Intu¨ıtivament, es prodria argumentar que la possibilitat de doblar la
quantitat me´s gran i guanyar fins a 20480e compensa (en mitjana) el
risc de dividir la quantitat me´s petita i guanyar nome´s 5e.
 El guany esperat en el supo`sit 1 e´s superior al guany esperat en tots




A(K, a) < 3a · 2
K+1 − 2−(K+1)
2(2K + 2)
, ∀K ≥ 2 ,
tal i com es pot comprovar fa`cilment.
Supo`sit 3
Amb aquest supo`sit es modela una situacio´ experimental similar al supo`sit
2, amb un resultat ben diferent pel que fa al guany esperat.
 El presentador tria completament a l’atzar (de manera equiprobable)
un sobre que contindra` X, una de les quantitats q∗j del conjunt Q
∗.







i 2X i forma la parella de sobres.
 El presentador barreja els dos sobres (ja no se sap quin e´s el primer ni
quin e´s el segon) i els ofereix al concursant que completament a l’atzar
tria un sobre, el Sobre 1 o s1; l’altre sera` el Sobre 2 o s2.
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Sobre 1 Sobre 2
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Observeu que en aquesta situacio´ experimental, un cop barrejats, les quan-
titats dels dos sobres tenen la mateixa distribucio´.
Solucio´ del supo`sit 3: e´s indiferent canviar que no can-
viar
En aquesta situacio´ experimental, a l’igual que passa al supo`sit 1 i contra`-
riament al que succeeix al supo`sit 2, els sobres als quals opta el concursant
estan barrejats (no sap quin d’ells conte´ la quantitat original de q∗j ni quin
conte´ la quantitat obtinguda a posteriori la qual pot ser el doble o la meitat
de la primera).
El guany esperat en tots dos sobres e´s el mateix perque` de l’esquema (22)
dedu¨ım que tenen la mateixa llei.
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Propietat 3 Diguem Y el guany si el concursant sempre es queda el sobre
triat primer ( s1) i Y˜ el guany si sempre canvia de sobre i es queda amb
l’altre ( s2). Segons l’esquema (22) que respon a les condicions del supo`sit
3, se satisfa`:
E(Y ) = E(Y˜ ) =
9
8
A(K, a) . (23)
amb A(K, a) la quantitat definida a (20). A me´s a me´s, aquest guany esperat
e´s la mitjana dels guanys esperats als dos sobres del supo`sit 2.
Demostracio´: Per definicio´ de l’experiment aleatori, la llei dels guanys als
dos sobres e´s ide`ntica i l’esperanc¸a es pot calcular fent:











































Per al cas a = 320 i K = 5, el valor esperat a cada sobre e´s:
9
8
A(320, 5) ≈ 2093,5227e.
Supo`sit 4
Aquest supo`sit e´s una altra “aparentment lleugera” modificacio´ del supo`sit
2, pero` aqu´ı el resultat e´s: millor no canviar. La modificacio´ garanteix que
les quantitats no surtin mai del conjunt Q∗.
 El presentador tria un sobre a l’atzar amb igual probabilitat un sobre
que contindra` X, una de les quantitats del conjunt Q∗. Ofereix aquest
sobre al concursant (Sobre 1 o s1).
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Solucio´ del supo`sit 4: e´s millor no canviar
El valor esperat de guany al Sobre 1 e´s el mateix que en el supo`sit 2; falta
calcular el guany esperat a l’altre sobre.
Propietat 4 Diguem Y el guany si el concursant sempre es queda el sobre
triat primer ( s1) i Y˜ el guany si sempre canvia de sobre i es queda amb
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l’altre ( s2). Segons l’esquema (24) que respon a les condicions del supo`sit
4, se satisfa`:
E(Y ) = A(K, a) , i (25)




Demostracio´: El guany esperat al sobre 1 coincideix, o`bviament, amb el del












































a () hem usat un altre cop (8) amb r = 2. 2
Per al cas a = 320 iK = 5, el valor esperat e´s aproximadament 1628,636e.
Observacions 5
 Comparant l’u´ltim resultat nume`ric amb A(320, 5) ≈ 1860,909e, que
e´s el guany esperat sense canviar de sobre, la decisio´ e´s clara.
 La comparacio´ dels guanys dels dos sobres, per a quantitats generals,
e´s la segu¨ent:
E(Y ) = A(K, a) = a · 2
K+1 − 2−K
2K + 1




⇔ 2K+1 − 7 · 2K−2 > 2−K − 2−(K+1)
⇔ 2K−2 > 2−(K+1) ⇔ K > 1
2
.
Aixo` ens diu que, en aquest supo`sit, sempre e´s millor quedar-se amb el
primer sobre (el cas K = 0, on la quantitat inicial e´s sempre constant,
no te´ massa intere`s).
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4 Discussio´
L’aportacio´ d’aquest treball es basa en definir uns supo`sits experimentals
factibles (i simulables) que determinen completament l’espai de probabilitat
del joc i la solucio´ del problema dels dos sobres. Es defineix com a millor
estrate`gia aquella que te´ un guany esperat me´s elevat. Es a dir, es fa una
ana`lisi probabilista-frequ¨entista (ni Bayessiana ni filoso`fica) del problema, la
qual cosa no impedeix plantejar la paradoxa, veure’n la causa i resoldre-la.
Les conclusions ba`siques estan en la l´ınia de l’article publicat a la Wikipe-
dia [6]: no hi ha paradoxa, si l’espai de probabilitat del joc esta` ben definit.
La teoria de la probabilitat dona plenes garanties als enunciats i a les demos-
tracions de les propietats. Moltes de les publicacions existents treballen des
de perspectives filoso`fiques, sense prou rigor matema`tic.
En refere`ncia a la qu¨estio´ “e´s millor canviar o no canviar el primer sobre”,
i sempre en base a me´s guany esperat (total, no condicionat), cada situacio´
te´ una resposta u´nica que depe`n del context experimental. Aix´ı, als supo`sits
1 i 3 e´s indiferent canviar o no canviar, al supo`sit 2 e´s millor canviar i al
supo`sit 4 e´s millor no canviar. En aquest sentit, Priest i Restall [5], en una
nota breu de la qual no en consta la publicacio´, apunten tres “mecanismes”
assimilables a tres dels nostres supo`sits, amb tres solucions diferents. No
obstant, a la seva descripcio´ de l’experiment no s’especifica el conjunt de
quantitats possibles.
En el present treball s’analitzen models del joc amb un conjunt finit (tant
gran com es vulgui) de quantitats possibles. Aquesta limitacio´ no impedeix
veure les “fonts de la paradoxa”. Per emfasitzar que el cas finit do´na prou
joc, e´s suficient analitzar a fons el supo`sit 1. Recordem-lo: un conjunt finit
de parelles de sobres (qj, 2qj) amb una llei uniforme en aquest conjunt i una
tria equiprobable entre els dos sobres de la parella. Les propietats 1 i 1bis,
d’una banda, ens diuen que l’u´nica solucio´ correcta del supo`sit 1 en base al
guany esperat (total) e´s la igualtat (indifere`ncia) entre els dos sobres i, d’altra
banda, ens mostren on rau la causa de la paradoxa. Com s’ha remarcat a
Observacions 3, si be´ el guany esperat total e´s igual al sobre primer que al
segon, els guanys esperats condicionats a que la quantitat del primer sobre e´s
coneguda so´n sovint, pero` no sempre, superiors. Me´s concretament, hem vist
que condicionant per les quantitats no extremes, el guany esperat canviant de
sobre es multiplica pel factor 5
4
. De fet, nome´s quan la quantitat del primer
sobre e´s la ma`xima, a2K+1, el guany esperat al primer sobre duplica el guany
esperat amb el canvi de sobre. Ara be´, quan aixo` passa, la difere`ncia de
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guany a favor del primer sobre e´s molt elevada (a2K+1−a2K = a2K) i d’aqu´ı
que s’igualin els valors esperats no condicionats. Cal recordar que el valors
extrems o at´ıpics so´n molt influents en el ca`lcul del valor esperat, tot i ser
poc probables (efecte de palanca). A me´s a me´s, el jugador no sap quina e´s la
quantitat ma`xima i, per tant, no pot aplicar l’estrate`gia o`ptima: “quedar-se
amb el primer sobre si te´ la quantitat me´s gran i canviar en cas contrari”.
Resumint, el supo`sit 1 escenifica amb claredat la clau de la fal·la`cia, tot i
treballar amb un conjunt finit de quantitats factibles. Tal i com es comenta a
Observacions 2, malgrat que les parelles de sobres so´n equiprobables (amb
probabilitat 1
M
), les quantitats no ho so´n: les dues quantitats extremes tenen
la meitat de possibilitats que les altres quantitats. Aixo` fa que la llei de Y˜
condicionada per X no coincideixi amb la llei representada a la taula (3): els
valors X
2
i 2X no so´n equiprobables quan es condiciona pels valors extrems.
Consequ¨entment, l’assumpcio´ clau de la Seccio´ 2 no e´s certa i el ca`lcul (4),
on s’obte´ que l’esperanc¸a de Y˜ e´s l’esperanc¸a de Y multiplicada pel factor
5
4
, no e´s va`lid sense l’assumpcio´. Precisament, el valor extrem me´s elevat,
a2K+1, e´s el que esta` me´s allunyat del rang on es mou la resta de valors i per
tant e´s el que te´ me´s influe`ncia en el ca`lcul de l’esperanc¸a total. No hi ha
paradoxa: l’esperanc¸a total de guany e´s la mateixa als dos sobres.
Arribat aquest punt, hom pot pensar que caldria evitar les quantitats
extremes considerant un conjunt numerable de parelles de la forma P∞ :=
{(a2j, a2j+1)}−∞<j<∞; i.e. amb conjunt de quantitats Q∞ := {a2j}−∞<j<∞.
Pero`, com s’ha comentat a Observacions 1, no es pot definir un esque-
ma equiprobable com el del supo`sit 1 en un conjunt infinit numerable (les
probabilitats sumarien infinit). Per tant, caldria considerar un esquema nu-
merable no equiprobable on cada parella de sobres Pj ∈ P tingui associada
una probabilitat γj amb certes restriccions. Aquest model tindria , si me´s
no, un intere`s teo`ric. Diversos autors analitzen el cas infinit numerable, pero`
sense prou rigor matema`tic. Esmentem algunes refere`ncies on es tracta el
cas infinit. Broome (1995, [2]) e´s un dels cla`ssics: proposa una distribucio´
conjunta sime`trica i no uniforme sobre les quantitats al parell de sobres. El
problema e´s que l’esperanc¸a de guany e´s infinita. Clark i Shackel (2000, [3])
expliquen la paradoxa en un controvertit article, desmentit per Meacham i
Weisberg (2003, [4]) per, segons sembla, no tenir en compte indeterminacions
del tipus ∞−∞. Me´s recentment, Albers et al. (2005, [1]) fan una s´ıntesi
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Si be´ el cas finit es considera tancat, aquest treball aporta un tractament
molt complert del problema en el cas finit i que, al nostre entendre, obre
una l´ınia per abordar el cas infinit numerable de quantitats amb les mateixes
eines i rigor.
Volem afegir que es podrien considerar molts altres supo`sits. Per exemple,
dissenyar una variant del supo`sit 4 en la que, quan al primer sobre surten els
valors extrems es desestima el sobre i es torna a escollir.
Les dues figures il·lustren les quantitats obtingudes per simulacio´ en dos
supo`sits diferents i serveixen per visualitzar les difere`ncies entre una i altra
situacio´ experimental. Les dades corresponen als supo`sits 1 i 2, amb 2000
repeticions del joc per a cada supo`sit. En tots els casos es considera a = 320
i K = 5. A la Figura 1 es veu la corresponde`ncia entre les parelles de
quantitats: cada punt e´s una parella i tots els s´ımbols so´n de la mateixa
mida, independentment de la frequ¨e`ncia. Al supo`sit 1 hi ha simetria respecte
de la diagonal perque` als dos sobres hi ha les mateixes quantitats possibles,
mentre que l’asimetria e´s present al supo`sit 2 on la quantitat me´s elevada,
20480e, nome´s e´s possible obtenir-la al segon sobre. Per poder veure les
frequ¨e`ncies, cal anar a la Figura 2: les quantitats dels dos sobres tenen
frequ¨e`ncies similars al supo`sit 1 i forc¸a diferents al 2; en particular, al s1
mai no s’obte´ la quantitat ma`xima, 20480e.
Ape`ndix: simulacions amb Maple
Les simulacions del joc es basen en la generacio´ de nombres aleatoris amb
una distribucio´ uniforme discreta: un conjunt finit de valors possibles i tots
ells amb la mateixa probabilitat. Nosaltres hem simulat tots els supo`sits,
pero` aqu´ı nome´s s’explicita la del supo`sit 2.
Simulacio´ del supo`sit 2
Descrivim breument cada comanda. Totes les comandes acaben amb ; o
sense cap senyal (depe`n de la versio´ de Maple); tambe´ poden acabar amb :
per suprimir la vista per pantalla.
Comencem re-iniciant i carregant el paquet stats que faculta la generacio´





Figura 1: Resultats possibles en els supo`sits 1 i 2. Les quantitats del Sobre 1
(s1) a l’eix d’abscisses i les de l’altre (s2) a l’eix d’ordenades.
Introdu¨ım els para`metres K i a del conjunt Q∗ (vegeu (18)). El nombre
de sobres possibles e´s 2K + 1. En aquest document, introdu¨ım els mateixos
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L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
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supo`sit 1
supo`sit 2
Figura 2: Resultats de la simulacio´ dels supo`sits 1 i 2. Frequ¨e`ncies relatives
de les quantitats obtingudes per simulacio´: al sobre 1 (s1) representades amb
un diamant i al sobre 2 (s2) representades amb una barra vertical.
Merce` Farre´ 25
valors nume`rics que hem fet servir als exemples. Tambe´ introdu¨ım N , el
nombre de simulacions; posem que en fem 2000.
> K := 5: a := 320: N := 2000:
Creem la llista Q∗ (Qest en el codi de Maple) amb la comanda seq dins
de [...]. Una llista e´s un conjunt ordenat.
> Qest := [seq(320 * 2^j, j = -K..K)];
[10,20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280, 2560, 5120, 10240]
Seguidament procedim a escollir el sobre de manera equiprobable dins de
Q∗; un proce´s que volem repetir N vegades de manera independent. Per fer el
sorteig utilitzem una llista auxiliar (aux ) que genera aleato`riament nombres
amb llei uniforme discreta (discreteuniform), entre 1 i 2 · K + 1, e´s a dir,
sortegem la posicio´ que l’element ocupa dins del conjunt Q∗.
> aux := [stats[random, discreteuniform[1, 2*K+1]](N)]:
Creem la llista Y , que conte´ els successius resultats del primer sobre;
s’inicia amb una llista buida i es va omplint de manera iterativa amb l’element
de la llista Q∗ que ocupa la posicio´ aleato`ria sortejada a la llista aux :
> Y := []; for j from 1 to nops(aux) do
Y := [op(Y),Qest[aux[j]]] end do:
Calculem la mitjana de la mostra de resultats.
> mitjanaY := evalf((sum(Y[j], j= 1..N))/nops(Y));
1869.740000
Calculem el valor esperat per al guany en el primer sobre (l’espai mostral
e´s Q∗ i els elements so´n equiprobables).
> esperanc¸aY := evalf((sum(Qest[i], i= 1..2*K+1))/(2*K+1));
1860.909091
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
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> evalf((2^(K+1)-1/2^(K))*a/(2*K+1));
1860.909091
Observacions 6 La mitjana depe`n de l’atzar i, per tant, cada vegada que
simulem un seguit de N realitzacions del joc tindrem una mitjana diferent,
que sera` me´s o menys similar al valor esperat. En aquesta simulacio´ la
mitjana e´s 1869.74, prou propera al valor esperat.
Seguidament obtenim, segons els principis del supo`sit 2, el contingut de
l’altre sobre.
Primerament, generem aleato`riament variables dicoto`miques (o bina`ries)
que prenen els valors {1, 0} amb la mateixa probabilitat 1/2, despre´s les
usarem per decidir si doblem la quantitat del primer sobre o la dividim per
dos.
> dicot := [stats[random, discreteuniform[0, 1]](N)]:
De manera sequ¨encial, mirem la quantitat Y [i] del primer sobre i, en
funcio´ del valor (1 o 0) de la variable dicoto`mica corresponent, el contingut
del segon sobre doblara` o sera` la meitat, respectivament, de la quantitat del
primer. D’aquesta manera simulem l’actuacio´ d’un presentador que decid´ıs a
l’atzar de manera equiprobable doblar o partir la quantitat del sobre inicial.
Denotem Ytilde la llista que conte´ les simulacions de les quantitats del segon
sobre.
> Ytilde := [];
for i from to nops(Y) do
if dicot[i] = 1 then Ytilde := [op(Ytilde), 2*Y[i]]
else Ytilde := [op(Ytilde), (1/2*Y[i]]
end if end do:











Els altres supo`sits es poden simular de manera ana`loga. El lector pot
fer simulacions dels supo`sits 1, 3 i 4 o de qualsevol altre context de joc que
cregui raonable i interessant.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
